Analisis de algoritmos y Estructuras de datos
27 de febrero de 2006 (Manana)

Prueba individual

Nombre: Grupo:

Analisis de algoritmos

Los dos siguientes algoritmos calculan, a partir de una matriz M de valores booleanos y de talla n x n, el cierre
transitivo de dicha matriz:

1 def cierre_transitivo_1 (M) :

2 n=len(M)

3 R=[[ML[LIL] for j in zrange(n)] for i in xrange(n)]
4+ for k in zrange(n):

5 for i in xrange(n) :

6 for j in zrange(n):

7 R[] = R[] or (R[] [k] and R[K][51)

s return R

def cierre_transitivo_2(M) :
n = len (M)
R=1L[[MI[:[j] for j in zrange(n)] for i in zrange(n)]
for £ in xrange(n) :

1

2

3

4

5 for ¢ in arange(n) :
6 if R[]k :

7 for j in zrange(n) :

8 if R{K1[j]: RLi1[5] = True

9 return R

Indica y justifica cudl es el coste temporal asintotico de ambos, distinguiendo entre el mejor y el peor de los casos
si los hubiera. Si tuvieras que elegir uno de los dos algoritmos para resolver el problema, jcon cudl te quedarias?
Justifica tu respuesta.



Prueba colectiva

Grupo:
Asistentes:

1. MFset modificado

Deseamos implementar un MFset que en todo instante nos permita conocer, dado un elemento cualquiera, el
numero total de elementos que pertenecen al subconjunto en el que esta incluido. ; Como modificarias un MFset
para poder ofrecer esta nueva operacién con el menor coste temporal posible? Detalla como afectaria a las tres
operaciones bésicas sobre MFsets (creacién de un nuevo subconjunto a partir de un elemento, obtencién del
representante de un subconjunto dado un elemento del mismo y fusién de dos subconjuntos dados un elemento de
cada uno de ellos) y cual es el coste temporal y espacial de la operacién suma.

2. Analisis de algoritmos

Una empresa de seguridad ha instalado un sistema de reconocimiento automético de placas de matricula en la
puerta de una fabrica. El primer dia registré la entrada de n vehiculos y almacend en un vector a sus matriculas.
El segundo dia volvié a registrar la entrada de n vehiculos y almacend las matriculas en un segundo vector b.
El jefe de seguridad quiso saber si los dos dias entraron exactamente los mismos vehiculos. Pensé que hacer la
comprobacién manualmente supondria una inversiéon excesiva de tiempo, asi que encargé al machaca-programador
del departamento de informética que diseniara una funcién en Python para resolver el problema. Esta es la solucién
que ided:

1 def son_las_mismas(a, b):
2 for ¢ in zrange (len(a)) :

3 esta_lo_que_busco = False

4 for j in zrange (len (b)) :

5 if ali] == b[j1:

6 esta_lo_que_busco = True
7 break

8 if not esta_lo_que_busco:

9 return Fulse

10 return True
Se pide:

a) Un andlisis del coste temporal asintético para el mejor y el peor de los casos (indicando expresamente cuando
se produce cada uno de ellos). Expresad el coste en funcién de n, el tamano de los vectores a y b.

b) El método sort ordena de menor a mayor el contenido de un vector (por ejemplo, si a es un vector, a.sort ()
lo ordena) en tiempo O(nlgn) y Q(n). Sabiendo esto, {podéis disenar un algoritmo mds eficiente? Si es asi,
describidlo (usando Python o como prefirdis, pero con absoluta claridad) y analizad su coste temporal asintético
en el mejor y en el peor de los casos.



Analisis de algoritmos y Estructuras de datos
27 de febrero de 2006 (Tarde)

Prueba individual

Nombre: Grupo:

Analisis de algoritmos

Los dos siguientes algoritmos calculan, a partir de un vector de enteros positivos a, un vector de igual talla cuyo
elemento de indice ¢ contiene ), alil:

1 def wvector_sumas-1(a) :
2 b= 1[0] * len(a)
3 for ¢ in zrange (len(a)) :

4 s=0

5 for k in zrange (i+1):
6 s += a[k]

7 blil = s

s return b

1 def vector_sumas2(a) :

2 b=1[0] * len(a)

3 b[0] = al0]

4 for i in xrange(1,len(a)):
5 b1 = 0[i-1] + al3]

6 return b

Indica y justifica cudl es el coste temporal asintético de ambos, distinguiendo entre el mejor y el peor de
los casos si los hubiera. Si tuvieras que elegir uno de los dos algoritmos para resolver el problema, jcon cudl te
quedarias? Justifica tu respuesta.



Prueba colectiva

Grupo:
Asistentes:

1. Seleccién/diseno de una estructura de datos

Un cientifico necesita disponer de una estructura de datos 7" en la que almacenar un maximo de m valores enteros
para realizar una serie de simulaciones. Un mismo niimero entero puede aparecer més de una vez, habiendo como
méaximo n ndimeros enteros distintos (n serd normalmente mucho menor que m). La estructura debe ser lo mas
eficiente posible en las siguientes operaciones:

1. anadir un nimero a T,
2. consultar el valor minimo de T,

3. eliminar el valor minimo de T (si hubiera més de una aparicién de dicho nimero, eliminar una cualquiera

de ellas),

Debes senalar brevemente como implementarias esta estructura de datos y como y con que coste temporal se
podria ejecutar cada una de las tres operaciones anteriormente citadas si nos imponen una restriccién: el espacio
que podemos emplear estd acotado por O(n) (recuerda que m podria ser mucho mayor que n).

2. Analisis de algoritmos

Una empresa de transporte tiene que enviar n contenedores de distintos pesos a un mismo destino utilizando su
flota de camiones. Los camiones son idénticos y soportan la misma carga méaxima, C. Cada contenedor tiene un
peso po, Pi, - - - s Pn—1 (suponemos que p; < C para todo 7). A la empresa le gustaria organizar los contenedores de
forma que se utilice el menor nimero posible de camiones en el transporte.

El siguiente algoritmo proporciona una buena aproximacién a cuél es dicho niimero de camiones. Inicialmente se
ordenan los contenedores de mayor a menor peso y se considera que como minimo serd necesario disponer de tantos
camiones como contenedores hay, con una capacidad de carga méxima (C') (lineas 2 a 4). La estrategia seguida a
continuacién considera cada contenedor e intenta introducirlo en el camioén en el que queda menos capacidad de
carga disponible. Tras encontrar un camion en el que cabe el contenedor e introducirlo, se reordenan los camiones
de forma que siempre estén organizados de menor a mayor capacidad de carga (lineas 10 a 12). Finalmente, y tras
procesar todos los contenedores, se cuenta y devuelve el nimero minimo de camiones necesarios (lineas 14 a 20):

1 def num_camiones_minimo(p, C):
2 P = sorted(p)

3 P.reverse()

4 capac_disp_camion = [CI*len(p)
5 for ¢ in xzrange (len(p)) :

6 for j in zrange (len(p)) :

7 if capac_disp_camion[j] >= P[i]:
8 capac_disp_camion [j]1 -= P[]
9 k=g
10 while £>1 and capac_disp_camion [k]<capac_disp_camion [k-1] :
11 capac_disp_camion [k] , capac_disp_camion [k-11=capac_disp_camion [k-1] , capac_disp_camion [k]
12 k-=1
13 break

14 num_cam=0
15 for i in xrange (len (p)) :

16 if capac_disp_camion[i] < C':
17 num_cam +=1

18 else:

19 break

20 return num_cam

Se pide un anélisis del coste temporal asintético para el mejor y el peor de los casos (indicando expresamente
cuando se produce cada uno de ellos). Expresad el coste en funcién de n, el nimero de contenedores.



Algoritmos voraces
15 de marzo de 2006 (Manana)

Prueba individual
Nombre: Grupo:

Cédigo de Huffman Modelo 1

En un partido de voleibol se pueden producir 6 distintos resultados: (3,0),(3,1),(3,2),(2,3),(1,3),(0,3). La
siguiente tabla recoge, para cada posible resultado, el nimero total de partidos finalizados en la actual liga
masculina de voleibol:

Resultado (3,0) (3,1) (3,2) (2,3) (1,3) (0,3)
Numero de partidos 155 90 105 80 65 100

Deseamos encontrar la codificacién binaria 6ptima de los resultados mediante el algoritmo de Huffman tomando
la anterior tabla como medida de las frecuencias de cada resultado. Se pide:

a) Dibuja el drbol binario de decodificacién que construiria el algoritmo de Huffman basdndose en los anteriores
datos.

b) Segin dicho arbol, indica qué cédigo binario le corresponderia a cada resultado posible.

c) El anterior drbol es devuelto por el algoritmo mediante una representacién de listas de listas: escribe la lista
correspondiente a dicho arbol.

Cdédigo de Huffman Modelo 2

En un partido de voleibol se pueden producir 6 distintos resultados: (3,0),(3,1),(3,2),(2,3),(1,3),(0,3). La
siguiente tabla recoge, para cada posible resultado, el nimero total de partidos finalizados en la actual liga
femenina de voleibol:

Resultado (3,0) (3,1) (3,2) (2,3) (1,3) (0,3)
Numero de partidos 220 50 85 30 90 120

Deseamos encontrar la codificacién binaria éptima de los resultados mediante el algoritmo de Huffman tomando
la anterior tabla como medida de las frecuencias de cada resultado. Se pide:

a) Dibuja el arbol binario de decodificacién que construirfa el algoritmo de Huffman basdndose en los anteriores
datos.

b) Segun dicho arbol, indica qué cédigo binario le corresponderia a cada resultado posible.

c) El anterior drbol es devuelto por el algoritmo mediante una representacién de listas de listas: escribe la lista
correspondiente a dicho arbol.



Algoritmos voraces
15 de marzo de 2006 (Manana)

Prueba colectiva

Grupo:
Asistentes:

Problema

Un mensajero que trabaja para una compania de reparto de paquetes postales cobra una cantidad fija por cada
entrega que realiza a lo largo de un dia. Su trabajo siempre es el mismo: sale del almacén con el paquete corres-
pondiente, llega al destino a la hora fijada para la entrega y vuelve al almacén, donde esperard hasta que le toque
realizar la siguiente entrega por el mismo procedimiento.

El mensajero puede elegir los paquetes que entregara durante el dia. Para ello, quiere hacer uso de la informacién
que la compania postal facilita al comienzo de cada jornada: de los n envios que hay que realizar ese dia (y que
deben efectuar entre todos los mensajeros de la empresa) conoce, para cada envio ¢ (estdn numerados entre
1 y n) la hora de la entrega del paquete (h;) y los minutos que cuesta desplazarse hasta el lugar de destino
del paquete (t;) y regresar al almacén (t;). Por tanto, la informacién disponible para los n paquetes serd p =
{(h17 t1, t,l)v (h2> l2, t/2)7 R (hnv ln, t;z)}

Disena una estrategia voraz que permita al mensajero elegir aquella combinacién de repartos que contenga la
mayor cantidad posible de entregas durante el dia para asi cobrar maés.

Ejemplo: Dado un dia con 8 repartos con la siguiente informacién: p = {(9:00,17,20), (12:15,13,13), (10:45,28,30),
(14:25,30,25), (11:30,8,8), (16:30,20,22), (8:30,20,20), (12:00,15,10) }, una solucién factible (aunque no la éptima)
serfa la formada por las entregas ((8:30,20,20), (10:45,28,30), (12:15,13,13), (16:30,20,22)), lo que le permitiria rea-
lizar 4 entregas ese dia. Tened cuidado con la interpretacién correcta del triplete de valores correspondiente a un
paquete: en la entrega (9:00,17,20), las 9:00 es la hora de entrega, el mensajero invierte 17 minutos en desplazarse
para entregar el paquete y otros 20 para volver al almacén, por lo que tendria que salir del almacén a las 8:43 y
estarfa de vuelta a las 9:20. Con esta restricciéon no es posible, por ejemplo, que si el mensajero realiza la entrega
(12:00,15,10) pueda realizar la entrega (12:15,13,13).

Se pide:

o

¢}
~ Na” ~ = N2

Formalizad el conjunto de soluciones factibles y la funcién objetivo para el planteamiento del problema.

o

Proponed una estrategia voraz que devuelva la solucién éptima para el problema ante cualquier entrada valida.

Disenad un algoritmo que siga dicha estrategia.

o}

Indicad (y justificad) cuél es el coste temporal de la estrategia (y del algoritmo) propuestos.

Suponiendo que al mensajero le interesa, en el caso de haber méas de una combinacién de paquetes 6ptima,
quedarse con aquella que le permita acabar lo antes posible la jornada laboral, ;jfuncionaria correctamente la
estrategia que habéis disenado? Justificad la respuesta y, si es negativa, indicad (comenténdola) si es posible
emplear alguna otra estrategia voraz para resolver la variante planteada. Responded a las mismas cuestiones
para el caso en el que lo que quiere el mensajero es, ante varias combinaciones éptimas, seleccionar la que le
permita comenzar lo mas tarde posible.

)



Algoritmos voraces
15 de marzo de 2006 (Tarde)

Prueba individual

Nombre: Grupo:

Algoritmo de Prim Modelo 1

Dado el siguiente grafo no dirigido y ponderado,

a) Indica cudl seria el drbol de recubrimiento minimo que devolveria el algoritmo de Prim si el vértice elegido en
primer lugar es el 0 (escribe las aristas en el orden en que las devolveria el algoritmo).

b) Haz una traza, iteracién a iteracién, del algoritmo prim2.py (pag. 5-25 y 5-26). Para ello, rellena la siguiente
tabla:

touched MST frontier




Algoritmo de Prim

Modelo 2

Dado el siguiente grafo no dirigido y ponderado,

Indica cudl seria el drbol de recubrimiento minimo que devolveria el algoritmo de Prim si el vértice elegido en

primer lugar es el 5 (escribe las aristas en el orden en que las devolveria el algoritmo).

Haz una traza, iteracién a iteracién, del algoritmo prim2.py (pag. 5-25 y 5-26). Para ello, rellena la siguiente

tabla:

touched

MST

frontier




Algoritmos voraces
15 de marzo de 2006 (Tarde)

Prueba colectiva

Grupo:
Asistentes:

Problema

Un granjero virtual tiene que mantener una granja formada por n tamagotchis de distintas formas y tamanos. El
granjero dispone de una tabla t = (t1,t2,...,t,) € R™ en la que, para cada tamagotchi i (1 < i < n), el valor t;
indica la racién de alimentos y de mimos (que son coincidentes) que da cada dia al tamagotchi ¢ para mantenerle
muy contento.

Por un error informatico, que el granjero no podra reparar hasta el dia siguiente, se ha producido una reduccién
de la cantidad total de alimentos y de mimos de que dispone para repartir entre sus tamagotchis (la reduccién
ha sido muy importante en los alimentos y algo menos en los mimos). El granjero estéd desesperado, ya que los
tamagotchis son muy sensibles y si cada dia no reciben una cantidad minima de alimentos y/o mimos mueren.

La cantidad total de alimentos de la que dispone el granjero para pasar el dia es A € Ry la de mimos es M € R
(donde M > 2x A). Para sobrevivir durante un dia un tamagotchi necesita recibir al menos una de dos opciones: o
bien la mitad de la racién de alimentos que le corresponde habitualmente (1/2#*¢;) o bien una racién completa de
los mimos que recibe diariamente (¢;). Sabiendo esto, disefia una estrategia voraz que permita al granjero repartir
la comida y los mimos de que dispone entre los tamagotchis de forma que consiga salvar al mayor nimero posible
de ellos.

Ejemplo: Raciones de comida y mimos que reciben habitualmente 5 tamagotchis: ¢ = [10,19, 15,12, 6]. Ali-
mentos y mimos disponibles para pasar el dia de la averia: A = 13 y M = 30. Una solucién factible seria ((0,1),
(0.5,0), (0,0), (0,1), (0.5,0)), donde ha gastado 0.5% 19 + 0.5% 6 = 12.5 alimentos y 1 % 10+ 1 * 12 = 22 mimos. El
numero de tamagotchis que sobrevivirian con esta solucién es 4.

Se pide:

a) Formalizad el conjunto de soluciones factibles e indicad, a partir de él, cémo se calcularia el valor de la funcién
objetivo sobre una solucién factible (esto no es preciso formalizarlo).

b) Proponed una estrategia voraz que devuelva la solucién éptima para el problema ante cualquier entrada vélida.

¢) Diseniad un algoritmo que siga dicha estrategia. El algoritmo debera devolver, para cada tamagotchi, el por-
centaje (sobre la racién de alimentos y de mimos que le corresponden habitualmente) que recibira para alcanzar
la solucién 6ptima.

d) Indicad (y justificad) cudl es el coste temporal de la estrategia (y del algoritmo) propuestos.

e) Suponiendo que la racién habitual de alimentos y mimos de todos los tamagotchi fuera la misma, ;podriais
proponer una estrategia més sencilla (y con menor coste temporal) para resolver el problema? jcudl seria
su coste? En este supuesto, si s6lo estuvierais interesados en saber el nimero de tamagotchis supervivientes,
,como y con coste temporal podriais averiguarlo?



Programacion dinamica
4 de mayo de 2006 (Manana)

Prueba individual

Nombre: Grupo:

Problema de la mochila discreta Modelo 1

Dada una mochila con capacidad para cargar W = 4 unidades de peso y N = 6 objetos que podemos cargar en
ella, con pesos w = [1,3,1,2,4, 3] y valores v = [8,25,12, 19, 32, 23], se pide:

a) Dibuja, aprovechando la siguiente cuadricula, el grafo de dependencias extendido asociado a dicha instancia
del problema (utiliza las cajas que necesites, tachando el resto, y traza los arcos entre estados correspondientes
al grafo para el problema propuesto):

(0,6) (1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (5,6) (6,6)
(0,5) (1,5) (2,5) (3,5) (4,5) (5,5) (6,5)
(0,4) (1,4) (2,4) (3,4) (4,4) (5,4) (6,4)
(0,3) (1,3) (2,3) (3,3) (4,3) (5,3) (6,3)
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b) Haz una traza del algoritmo iterative knapsack profit (pag 7-20). Para ello, escribe arriba de cada uno
de los estados del grafo del apartado anterior el valor que el algoritmo almacena en el diccionario V.

c) (Cudl es el valor que devuelve el algoritmo indicado? ;Qué resultado devolveria el algoritmo que calcula la
solucién éptima del problema knapsap (pag 7-22) (para este no es preciso que realices la traza)? ; Qué significa
este ultimo resultado?



Problema de la mochila discreta Modelo 2

Dada una mochila con capacidad para cargar W = 4 unidades de peso y N = 6 objetos que podemos cargar en
ella, con pesos w = [1,3,2,1,4,3] y valores v = [8, 25,16, 12,32, 23], se pide:

a) Dibuja, aprovechando la siguiente cuadricula, el grafo de dependencias extendido asociado a dicha instancia
del problema (utiliza las cajas que necesites, tachando el resto, y traza los arcos entre estados correspondientes
al grafo para el problema propuesto):

(0,0) (L.O) (2,0 (4,0 (6,0

b) Haz una traza del algoritmo iterative knapsack profit (pag 7-20). Para ello, escribe arriba de cada uno
de los estados del grafo del apartado anterior el valor que el algoritmo almacena en el diccionario V.

c) (Cudl es el valor que devuelve el algoritmo indicado? ;Qué resultado devolveria el algoritmo que calcula la
solucién éptima del problema knapsap (pag 7-22) (para este no es preciso que realices la traza)? ; Qué significa
este ultimo resultado?



Programacion dinamica
4 de mayo de 2006 (Manana)

Prueba colectiva

Grupo:
Asistentes:

Camino mas corto formado por k aristas en un grafo

La siguiente ecuacién recursiva (pag 7-37) permite plantear la resolucién del problema del camino més corto
formado por k aristas en un grafo que empieza en un vértice s y acaba en un vértice ¢:

0, siv=syk=0;
+00, siv£sy k=0
D(v, k) = +00, si A(u,v) € By k> 0;
min (D(u,k —1) 4+ d(u,v)), en otro caso.
(u,v)€E

Se pide:
a) Escribid el algoritmo recursivo con memorizacién asociado a la anterior ecuacion.

b) Escribid el algoritmo iterativo que permite obtener la secuencia de vértices que forman el camino de distancia
minima con k aristas entre s y ¢, indicando su coste temporal y espacial.



Programacion dinamica
4 de mayo de 2006 (Tarde)

Prueba individual

Nombre: Grupo:

Problema del camino mas corto formado por k aristas en un grafo Modelo 1

Debes encontrar cudl es el camino més corto que empieza en el vértice s = 1 y acaba en el vértice ¢ = 5 formado
por exactamente k = 3 aristas en el siguiente grafo:

Se pide:

a) Dibuja, aprovechando la siguiente figura, el grafo multietapa de dependencias asociado al grafo anterior y a
la ecuacién recursiva (7.8) (pag. 7-37) que resolvia el problema. (Utiliza los nodos que necesites, tachando el
resto, y traza los arcos entre estados correspondientes al problema propuesto):

ONONONONONO
ONONONONONO
ONONONONONO
ONONONONONO
ONONONONONO
ONONONONONO

b) Haz una traza del algoritmo k_edges_shortest_distance (pag 7-38). Para ello, escribe arriba de cada uno de
los estados del grafo del apartado anterior el valor que el algoritmo almacena en el diccionario D.

c) ¢Cudl es el valor que devuelve el algoritmo indicado? ;Cuél seria la secuencia de aristas del grafo original que
devolveria un algoritmo que calculara la solucién 6ptima del problema (si hay mas de una secuencia éptima,
indica todas las posibles)?



Problema del camino mas corto formado por k aristas en un grafo Modelo 2

Debes encontrar cudl es el camino mas corto que empieza en el vértice s = 1 y acaba en el vértice t = 5 formado
por exactamente k = 3 aristas en el siguiente grafo:

-2

Se pide:

a) Dibuja, aprovechando la siguiente figura, el grafo multietapa de dependencias asociado al grafo anterior y a
la ecuacién recursiva (7.8) (pdg. 7-37) que resolvia el problema. (Utiliza los nodos que necesites, tachando el
resto, y traza los arcos entre estados correspondientes al problema propuesto):

ONONONONONO
ONONONONONO
ONONONONONO
ONONONONONO
ONONONONONO
ONONONONONO

b) Haz una traza del algoritmo k_edges_shortest _distance (pag 7-38). Para ello, escribe arriba de cada uno de
los estados del grafo del apartado anterior el valor que el algoritmo almacena en el diccionario D.

c) ¢Cudl es el valor que devuelve el algoritmo indicado? ;Cuél seria la secuencia de aristas del grafo original que
devolveria un algoritmo que calculara la solucién 6ptima del problema (si hay mas de una secuencia éptima,
indica todas las posibles)?



Programacion dinamica
4 de mayo de 2006 (Tarde)

Prueba colectiva

Grupo:
Asistentes:

Trayecto méas barato en el rio Congo formado por N embarcaderos

La siguiente ecuacién recursiva permite plantear la resolucién del problema del trayecto mas barato en el rio
Congo que empieza en el embarcadero 1 y acaba en el embarcadero F y que estd formado por ezactamente N
embarcaderos:

0, sii=1yl=1;
400, sii=1yl#1;
C(i,1) = S 400, sii#A1lyl=1,;
C(1,1—1)4¢(1,2), sii=2y[0l>1;
min(C(: — 2,0 — 1) +c(i — 2,4),C(i — 1,1 = 1) +c(i — 1,4)), sii>2yl>1,

donde el coste del trayecto con que un turista viaja del primer al dltimo embarcadero pasando por exactamente
N embarcaderos de la forma mds econémica es C(E, N). Se pide:

a) Escribid el algoritmo recursivo con memorizacién asociado a la anterior ecuacion.

b) Teniendo en cuenta que el grafo de dependencias entre estados asociado a la anterior ecuacién recursiva es el
siguiente (para un ejemplo con E = 7 embarcaderos y N = 5 escalas):

OYONONONONOCNO,
ONOYORONO
ONOYONONO
ONONONORORO

ONORORORORORO

Escribid el algoritmo iterativo con reduccion de la complejidad espacial que permite calcular el valor del
trayecto mas barato entre el primer y el ultimo embarcadero que pasa por exactamente N embarcaderos.
Indicad cuédl es su coste temporal y espacial.



Programacién dindmica (II)
15 de mayo de 2006 (Manana, modelo 1)

Prueba individual

Nombre: Grupo:

Analisis de un problema 35 puntos

Dados los nimeros naturales N y K, una descomposiciéon de N en K sumandos positivos es una secuencia ni, ng,
..., ng, tal que

Deseamos obtener la descomposiciéon de N en K sumandos de modo que sea maximo su producto

I

1<k<K

Por ejemplo, si N =6 y K = 3 tenemos las siguientes descomposiciones posibles: 1 +1+4+4,1+24+3y 242+ 2.
El producto de los sumandos es, respectivamente, 1-1-4=4,1-2-3 =6y 2-2-2 = 8. La descomposiciéon 6ptima
es, pues, 2+ 2+ 2.

La siguiente ecuacion recursiva calcula el producto de los sumandos asociados a la descomposicién éptima en
el problema anterior:

n, sik=1;
P(n,k) =<0, sik>1yn=1;
mix Pn—m,k—1)-m, sik>1yn>1,
1<m<n—1

donde la llamada P(N, K) proporciona dicho valor. Se pide:

a) Representa el grafo de dependencias para la llamada P(7,3). Indica qué representa un estado (n, k) y un arco
entre dos estados (n', k') y (n,k) dentro del grafo.

b) Indica cudl seria el coste temporal y espacial de un algoritmo iterativo disenado a partir de la ecuacién pre-
sentada que devolviera la descomposicion éptima. Justifica brevemente tu respuesta.

c¢) (Crees que seria posible reducir el coste espacial indicado en el apartado anterior si tuviéramos que disenar un
algoritmo iterativo que sélo encontrara el valor del producto de la descomposicion 6ptima? Si es asi, indica
cual serfa dicho coste y justificalo.



Programacién dindmica (II)
15 de mayo de 2006 (Manana)

Prueba colectiva

Grupo:
Asistentes:

(Py + P; =100 %. Si se deja en blanco o no suma 100 %, el peso sera del 50 % en cada control.)

Resolucion de problemas 65 puntos

Sea el anterior problema:

sokokokok ok ok ok ok sk sk ok ok ook ok kokk ok sk sk sk sk sk ok koo ok ok kR sk sk sk sk sk sk sk sk ook ok kR Rk kR ok ok ok ok Rk ko ok

Dados los nimeros naturales N y K, una descomposicién de N en K sumandos positivos es una secuencia ni, na, ..., nk, tal que
N = E ng
1<k<K

Deseamos obtener la descomposicién de N en K sumandos de modo que sea méaximo su producto
1<k<K

Por ejemplo, si N =6 y K = 3 tenemos las siguientes descomposiciones posibles: 1 +1+4, 14+ 243 y 2+ 2 4 2. El producto de los
sumandos es, respectivamente, 1-1-4=4,1-2-3=6y 2-2-2 = 8. La descomposicién 6ptima es, pues, 2 + 2 + 2.
La siguiente ecuacion recursiva calcula el producto de los sumandos asociados a la descomposicién éptima en el problema anterior:

n, sik=1;
P(n,k) =<0, sik>1lyn=1;
mix Pn-m,k—1)-m, sik>1yn>1,
1<m<n-—1

donde la llamada P(N, K) proporciona dicho valor.

3k ok ok ok ok ok ok oK oK KoK KKk K R ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk Kk K s ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk ok ok sk sk sk sk sk ok ok oK

Se proponen las dos siguientes modificaciones en el enunciado del problema de la maximizacién del producto de
los sumandos resultantes de la descomposicién de un nimero INV:

1. La descomposiciéon no tiene por qué tener un nimero fijo K de componentes.
2. Ningin sumando puede ser mayor que un valor dado M < N.
El resto de condiciones se mantienen.
Con las nuevas condiciones y el ejemplo N = 10y M = 4, las siguientes descomposiciones serian validas: 4+2+143,
343+4y14+2+1+1+42+ 2+ 1, mientras que la descomposicién 2 + 3 + 5 no lo seria.
Se pide, para este nuevo problema:
a) Formalizad el problema en términos de optimizacién.

b) Plantead la ecuacién recursiva de programacién dindmica que calcule el producto de los sumandos asociados
a la descomposicion 6ptima, indicando cudl debe ser la llamada que se efectue a dicha funcién para obtener el
valor 6ptimo.

c) Representad el grafo de dependencias entre las llamadas de la ecuacién recursiva para N =6 y M = 3.

d) Indicad cudl seria el coste temporal y espacial de un algoritmo iterativo disenado a partir de vuestra ecuacién
recursiva que devolviera la descomposicion dptima. Justificad brevemente la respuesta.

e) /Seria posible reducir el coste espacial indicado en el apartado anterior si hubiera que disenar un algoritmo
iterativo que sélo encontrara el valor del producto de la descomposicién éptima? Si es asi, indicad cuédl seria
dicho coste y justificadlo.



Programacién dindmica (II)
15 de mayo de 2006 (Manana)

Prueba colectiva opcional

Grupo:
Asistentes:

Recuperacién del primer control de programacién dinamica 420 puntos (a anadir a P)

Disenad un algoritmo iterativo que devuelva la descomposicién 6ptima en K sumandos de un niimero N a partir
del enunciado original del problema:

3 ok ok ok ok ok ok Sk KKK KK K KK R R ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk kK ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok ok sk sk sk sk kK koK

Dados los ntimeros naturales N y K, una descomposiciéon de N en K sumandos positivos es una secuencia ni, na, ..., nk, tal que
N = E ng
1<k<K

Deseamos obtener la descomposicién de N en K sumandos de modo que sea maximo su producto
1<k<K

Por ejemplo, si N =6 y K = 3 tenemos las siguientes descomposiciones posibles: 1 +1+4, 14+ 2+ 3 y 2+ 2 + 2. El producto de los
sumandos es, respectivamente, 1-1-4=4,1-2-3=6y 2-2-2 = 8. La descomposiciéon éptima es, pues, 2 + 2 + 2.
La siguiente ecuacion recursiva calcula el producto de los sumandos asociados a la descomposicién éptima en el problema anterior:

n, sik=1;
P(n,k) =<0, sik>1lyn=1;
mix Pn—m,k—1)-m, sik>1yn>1,
1<m<n-—1

donde la llamada P(N, K) proporciona dicho valor.

33k 3k ok ok ok ok >k ok ok >k ok ok >k sk ok >k sk ok ok sk sk sk sk ok sk sk sk ok sk ok ok skosk ok skosk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk skosk sksk sk skokosk sk okoskoskokok ok



Programacién dindmica (II)
15 de mayo de 2006 (Tarde, modelo 1)

Prueba individual

Nombre: Grupo:

Analisis de un problema 35 puntos

A lo largo del rio Amazonas hay N poblados en los que podemos hacer escala. El poblado i estd separado del
poblado j por una distancia en kilémetros que podemos conocer consultando el valor d(i, j). Sabemos ademés que
es imposible nadar més de K kilémetros sin parar a descansar en un poblado (suponemos d(i — 1,i) < K, para
1 < i < N). Por cortesia, cada vez que llegamos a un poblado ¢ debemos descansar en él tantos dias como nos
indica ¢(i), la costumbre local (donde 2 < i < N — 1, es decir, no se cuentan los dias de estancia en el primer ni
en el ultimo poblado).

Se pretende averiguar cual es el minimo nimero de dias necesario para poder realizar la travesia a nado desde
el poblado 1 hasta el V.

Una ecuacién recursiva que permite resolver el problema es la siguiente:

0, sij=1;
V() =19 min V()+c@), sij>1,

1<i<yg:

d(i,j) <K

donde la llamada V' (NN) proporciona el nimero minimo de dias. Se pide:

a) Representa el grafo de dependencias para la llamada V' (7) con K = 10 y las distancias:

d=1{(1,2):5,(1,3):8,(1,4) : 12,(1,5) : 15,(1,6) : 17,(1,7) : 23,(2,3) : 3,(2,4) : 7,(2,5) : 10,(2,6) : 12,
(2,7):18,(3,4) : 4,(3,5) : 7, (3,6) : 9: (3,7) : 16, (4,5) : 3,(4,6) : 5, (4,7) : 11, (5,6) : 2,(5,7) : 8, (6,7) : 6}

Indica qué representa un estado j y un arco entre dos estados ¢ y j dentro del grafo.

b) Indica cudl serfa el coste temporal y espacial de un algoritmo iterativo disenado a partir de la ecuacién pre-
sentada que devolviera la secuencia de embarcaderos optima. Justifica brevemente tu respuesta.

c¢) (Crees que seria posible reducir el coste espacial indicado en el apartado anterior si tuviéramos que disenar un
algoritmo iterativo que sélo encontrara el valor del minimo nimero de dias necesarios para recorrer el rio? Si
es asi, indica cudl seria dicho coste y justificalo.



Programacién dindmica (II)
15 de mayo de 2006 (Tarde)

Prueba colectiva

Grupo:
Asistentes:

(Py + P; = 100 %. Si se deja en blanco o no suma 100 %, el peso sera del 50 % en cada control.)

Resolucion de problemas 65 puntos

Sea el anterior problema:

3k ok ok ok ok ok oK K oK KKK K K KK R R ok ok ok ok Sk sk sk sk sk kK KKK R ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk Kk koK

A lo largo del rio Amazonas hay N poblados en los que podemos hacer escala. El poblado i esta separado del poblado j por una distancia
en kilémetros que podemos conocer consultando el valor d(i,j). Sabemos ademds que es imposible nadar més de K kilémetros sin
parar a descansar en un poblado (suponemos d(i — 1,i) < K, para 1 < i < N). Por cortesfa, cada vez que llegamos a un poblado ¢
debemos descansar en él tantos dias como nos indica c(i), la costumbre local (donde 2 < i < N — 1, es decir, no se cuentan los dias de
estancia en el primer ni en el dltimo poblado).

Se pretende averiguar cual es el minimo nimero de dias necesario para poder realizar la travesia a nado desde el poblado 1 hasta
el N.

Una ecuacién recursiva que permite resolver el problema es la siguiente:

0, sij=1;
V() =9 min V(@) +cl), sij>l1,

1<i<j:

d(i,j) <K

donde la llamada V(NN) proporciona el nimero minimo de dias.

3 ok ok ok ok ok oK oK 3K KKK KK KK K oK ok ok ok sk sk sk sk sk sk kK ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk R R sk sk ok sk sk sk sk sk kK oK

Se proponen las tres siguientes modificaciones en el enunciado del problema del célculo de la travesia a nado en
menos dias a través del rio Amazonas:

1. Hay que realizar exactamente M escalas (incluyendo el poblado de salida y el de llegada).

2. Como reto personal, el nadador se ha propuesto que, una vez sale de un poblado, no puede parar en el
inmediatamente posterior.

3. No conocemos las distancias d(i,j) entre poblados. Sin embargo, para cada poblado 1 < j < N, si que
nos indican p(j), que es el poblado més lejano desde el que podemos llegar nadando sin parar hasta j. Por
ejemplo, p(7) = 3 significa que al poblado 7 podemos llegar directamente como muy lejos desde el poblado
3, (también, por tanto, desde todos los que hay entre el 3 y el 7, como el 4, el 5 0 el 6) pero no es posible
llegar al 7 desde el 1 o el 2 sin hacer ninguna escala.

Con las nuevas condiciones y el ejemplo N =8 M =4y p=(—,1,1,1,2,4,4,4), las siguientes travesias serian
validas: (1,3,5,8) vy (1,4,6,8). Sin embargo, no serfan validas: (1,4, 8), por la restriccién 1 (hay 3 escalas, no 4);
(1,2,5,8), por la restriccién 2 (no se puede parar en el 2 si el anterior es el 1); ni (1,3,6,8), por la restriccién 3
(p(6) = 4, por lo que no se puede ir del 3 al 6).

Se pide, para este nuevo problema:

a) Formalizad el problema en términos de optimizacién.

b) Plantead la ecuacién recursiva de programacién dindmica que calcula el nimero de dias minimo para realizar
la travesia 6ptima, indicando cudl debe ser la llamada que se efectue a dicha funcién para obtener el valor
optimo.

c) Representad el grafo de dependencias entre las llamadas de la ecuacién recursiva para N = 6, M = 3y
pP= (_7 17 17 17 2)4)

d) Indicad cudl seria el coste temporal y espacial de un algoritmo iterativo disefiado a partir de vuestra ecuacién
recursiva que devolviera la travesia dptima. Justificad brevemente la respuesta.

e) /Seria posible reducir el coste espacial indicado en el apartado anterior si hubiera que disenar un algoritmo
iterativo que sdlo encontrara el valor del minimo ntimero de dias necesarios para recorrer el rio? Si es asi,
indicad cudl seria dicho coste y justificadlo.



Programacién dindmica (II)
15 de mayo de 2006 (Tarde)

Prueba colectiva opcional

Grupo:
Asistentes:

Recuperacién del primer control de programacién dinamica 420 puntos (a anadir a P)

Disefiad un algoritmo iterativo que devuelva la travesia éptima en el rio Amazonas segin la definicion del enunciado
original del problema:

>3k 3k ok ok ok ok >kook ok >k ok Sk >k ok ok >k ok Sk ok ok sk ok sk ok ok sk sk ok sk ok sk kook Sk kok sk kok sk okok ok ok ok sk ok sk ok sk ok sk okok sk sk ok sk kokosk ok

A lo largo del rio Amazonas hay N poblados en los que podemos hacer escala. El poblado i esta separado del poblado j por una distancia
en kilémetros que podemos conocer consultando el valor d(i,7). Sabemos ademds que es imposible nadar mas de K kilémetros sin
parar a descansar en un poblado (suponemos d(i — 1,7) < K, para 1 < i < N). Por cortesia, cada vez que llegamos a un poblado ¢
debemos descansar en él tantos dfas como nos indica ¢(z), la costumbre local (donde 2 < ¢ < N — 1, es decir, no se cuentan los dfas de
estancia en el primer ni en el dltimo poblado).

Se pretende averiguar cual es el minimo nimero de dias necesario para poder realizar la travesia a nado desde el poblado 1 hasta
el N.

Una ecuacién recursiva que permite resolver el problema es la siguiente:

0, sij=1;
V) =9 mim V(@) +c@), sij>1,
1<i<j:
d(i,j)<K

donde la llamada V(NN) proporciona el nimero minimo de dias.
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Primer control parcial de Esquemas Algoritmicos (IG24)
8 de abril de 2006

1. Algoritmos voraces 5 puntos

Un nadador profesional se prepara para acudir a las olimpiadas. El nadador es capaz de nadar con solvencia en n pruebas.
Para cada prueba tiene la estimacion del esfuerzo que necesita realizar para quedar en tercer lugar: e = (e1,ea,...,€,) € N™.
Quedar en segundo lugar en cada prueba le costara el doble del esfuerzo que hacerlo en tercer lugar y para ganar la prueba
deberd realizar el triple de esfuerzo que para quedar tercero. El premio que recibirda por cada prueba ganada es de 100.000
euros, 40.000 por cada segundo puesto y 10.000 por cada tercera posicion.

El nadador sabe las fuerzas totales de las que va a disponer a lo largo de la competicion, F' € N, y quiere repartirlas entre
las distintas pruebas para ganar la mayor cantidad posible de dinero. Se pide:

a) Formaliza el conjunto de soluciones factibles e indica, a partir de él, cémo se calcularfa el valor de la funcién objetivo
sobre una solucién factible (esto no es preciso formalizarlo).

b) Si el nadador prepara 5 pruebas y e = [40, 100, 30, 50, 20] y F' = 200, indica, utilizando la notacién definida en el apartado
anterior, cual seria una solucién 6ptima sobre el ejemplo propuesto y su valor.

¢) Propén una estrategia voraz lo més eficiente posible que devuelva la solucién éptima para el problema ante cualquier
entrada vélida.

d) Disena un algoritmo que siga dicha estrategia. El algoritmo deberd devolver, para cada prueba, el esfuerzo que debe
realizar el nadador para alcanzar la solucién 6ptima.

e) Indica (y justifica) cuédl es el coste temporal de la estrategia (y del algoritmo) propuestos.

f) Supén que los premios por quedar en primer, segundo y tercer lugar fueran un dato de entrada al algoritmo: p =
(p1,p2,p3) € N3, donde p; > ps > p3 (por ejemplo, p = (100.000, 75.000, 50.000)). ;Seguiria siendo vélida la estrategia
que has disenado? Justifica la respuesta. Si no es vélida, ;podrias modificarla o disenar otra que garantizara encontrar la
solucién 6ptima para cualquier instancia del problema? Si la respuesta es positiva, indica como, y si es negativa, justificala.

2. Divide y venceras 5 puntos

Disponemos de un vector v que contiene ntmeros enteros. Los elementos del vector se encuentran divididos en dos grupos de
valores crecientes consecutivos, el primero de los grupos formado por nimeros negativos y el segundo por nimeros positivos.
Sin embargo, no disponemos de informacién acerca de cuéles pueden ser esos valores ni la cantidad de valores que contiene
cada grupo (aunque, al menos, de cada grupo hay un valor).

El vector v = [-12,—11,-10. — 9,—-8,—-7,9,10,11,12,13,14,15,16] cumple dichas propiedades, donde el primer grupo
empieza en la posicién 0 y acaba en la 5 (del -12 al -7), y el segundo grupo empieza en la 6 y acaba en la 13 (del 9 al 16).

Queremos conocer la suma de los valores del primer grupo y la de los valores del segundo grupo, sabiendo que en un
rango consecutivo de n valores, en el que v; es el primer elemento del rango y v; el dltimo elemento, se cumple que la suma es
(v;+vj)*n/2, donde n = j —i+1. En el ejemplo, la suma del primer grupo es (—=12+—7)*(5—-0+1)/2 = —=19%6/2 = =57,
mientras que la suma del segundo grupo es (94 16) % (13 — 6 + 1)/2 = 100. Se pide:

a) Disena un algoritmo recursivo mediante la técnica de divide y vencerds que devuelva como resultado el par de valores
correspondientes a la suma del primer grupo y a la suma del segundo grupo (para el ejemplo, deberia devolver (—57,100)).
El algoritmo debe ser lo mas eficiente posible tanto desde el punto de vista de la complejidad temporal como de la espacial.

Una pista para obtener la versiéon mas eficiente: la funcion recursiva que desarrolles no tiene porque calcular
directamente las sumas de los grupos, sino que puede devolver algin resultado que permita, una vez acabado el cédlculo
recursivo y mediante otra funcion, obtener los valores pedidos. En cualquier caso, la estrategia principal de resolucién
deberd ser la de divide y venceras y todas las funciones necesarias para el cdlculo solicitado deberés incluirlas.

b) Indica si el algoritmo presenta un comportamiento uniforme o existe un mejor y un peor caso. Si el comportamiento
es uniforme, trata de modificarlo para que ante determinadas instancias pueda finalizar antes su ejecuciéon. Senala en
qué condiciones (ante que tipos de entradas) puede el algoritmo comportarse en el mejor de los casos y en qué condiciones
en el peor.

c¢) Realiza un andlisis de la complejidad temporal y espacial del algoritmo presentado, justificando los costes en el mejor y
en el peor de los casos.

d) Si el algoritmo propuesto presenta recursividad por cola, eliminala e indica si alguno de los costes calculados en el apartado
anterior varia.

e) ;Se te ocurre algun algoritmo iterativo sencillo que resuelva el mismo problema sin utilizar la técnica de divide y venceras
(no es necesario que lo implementes, tan sélo describelo)? Indica el coste asintético que presenta y si, atendiendo a dicho
coste, puede considerarse mejor o peor que el que has disenado.



Segundo control parcial de Esquemas Algoritmicos (1G24)
27 de mayo de 2006

1. Programacion dinamica 4 puntos

En la preparacién de una maratén por etapas se ha disenado ya el trayecto concreto por el que han de correr los atletas, pero
falta decidir donde empieza y dénde acaba cada una de las F etapas de la maratén. El trayecto completo parte del kilémetro
0 y finaliza en el kilémetro K. Las etapas s6lo pueden empezar o acabar en puntos kilémetricos enteros (por ejemplo, en el
kilémetro 5, pero no en el 5.3).

El esfuerzo realizado por un corredor en una etapa depende de sus kilémetros de inicio y finalizacién, asi como del nimero
de etapas que ya ha cubierto. Con f(4, j, e) cuantificamos el esfuerzo que supone recorrer los kilémetros del ¢ al j en la etapa
e. Hay una limitacién en el disenio de las etapas: una etapa no puede medir menos de k1 kilémetros ni més de ko.

Debes averiguar, empleando la técnica de programacién dindmica, dénde debe empezar y acabar cada una de las F etapas
para garantizar que el recorrido suponga el mayor esfuerzo posible a los corredores.

1. Con las condiciones anteriormente expuestas:

a) Formaliza el problema en términos de optimizacién (conjunto de soluciones factibles y funcién objetivo).

b) Plantea la ecuacién recursiva de programacién dindmica que calcula el esfuerzo que requiere la maratén mas costosa
de realizar, indicando cudl debe ser la llamada que se efectue a dicha funcién para obtener el valor éptimo.

¢) Representa el grafo de dependencias entre las llamadas del algoritmo recursivo para el siguiente ejemplo de mentir-
ijillas: £ = 3 etapas, K = 8, k; =2y ky = 5. Razona los costes espacial y temporal con los que se puede efectuar
el cdlculo sobre dicho grafo (indica explicitamente, justificando tu respuesta, si es posible efectuar una reduccién de
complejidad espacial al realizar el célculo iterativo).

d) Si sabemos que la diferencia entre el méximo y el minimo ndmero de kilometros que es posible realizar en una etapa
es D =k — k1, y que D < K, jpodrias expresar de forma mas ajustada el coste temporal del algoritmo? Justifica
tu respuesta.

e) ;Podria haber instancias del problema para las que no existiera una solucién factible? Razona la respuesta y, si es
asi, indica las condiciones que se deberian cumplir para que pueda haber una solucién factible y pon algin ejemplo
de instancia que no tenga solucién factible.

2. El ano siguiente, la organizacion de la carrera decide cambiar parte de los criterios para el diseno de la carrera: dada la
duracién total de la carrera K y la duracién minima y maxima de cada etapa, k1 y ko, desea realizar el mejor diseno
en etapas, pero sin fijar previamente el nimero total de etapas de la carrera.

;,Cémo modificarias el conjunto de soluciones factibles para que recogiera este nuevo planteamiento? ; Cémo resolverias
ahora el problema? ;Con qué coste temporal y espacial?

2. Programacion dinamica 2.75 puntos

Un vigilante nocturno de un poligono industrial tiene que fichar cada noche R veces en distintos puntos del poligono para
demostrar que se dedica a su trabajo. En total hay N naves industriales (por simplicidad, asumiremos que estdn numeradas
entre la 1 y la V) y en cada una de ellas hay un punto de fichaje.

El vigilante debe comenzar y acabar la ronda en un mismo punto de control, situado en la nave principal, cuyo nimero
es el p. Para asegurarse de que no se instala a pasar la noche en una nave, no esta permitido que el vigilante fiche dos veces
seguidas en un mismo puesto, aunque que no hay inconveniente en que el vigilante fiche més de una vez en un mismo punto
durante la noche siempre que respete la regla anterior.

El vigilante, que sabe la distancia que hay entre cada par de naves (d(n’,n), donde 1 <n' < N,1 <n < N,n’ # n), desea
que le indiques en que naves debe fichar para recorrer la menor distancia a lo largo de una jornada. Como ayuda, la siguiente
ecuacion recursiva de programacion dinamica permite resolver el problema de obtener el valor de la minima distancia:

0, sir=1yn=p;
D(r,n) = { 7% / , sir=lyn#p;
min D(r—1,n")+d(n’,n), sir>1.
1<n/<N:
n!#n

La llamada D(R,p) proporciona dicho valor.
Se pide:

a) Representa el grafo de dependencias para el problema en el que R =4, N =5y p = 2. Indica qué representa un estado
(r,n) y un arco entre dos estados (r',n’) y (r,n) dentro del grafo.

b) Disefia un algoritmo iterativo que devuelva la secuencia de naves dptima en las que debe hacer los fichajes para obtener
la minima distancia.

¢) Indica cudl es el coste temporal y espacial del algoritmo disefiado justificando brevemente tu respuesta.

d) Crees que serfa posible reducir el coste espacial si tinicamente nos interesard obtener el valor de la minima distancia? Si
es asi, indica cudl seria dicho coste y justificalo.



3. Bisqueda con retroceso 3.25 puntos

El simpleku es una variante del juego del sudoku que consiste en ubicar en un tablero de n filas por n columnas los nimeros
del 1 al n de forma que en todas las filas del tablero y en todas las columnas aparezcan los n niimeros (o, lo que es lo mismo,
un mismo nimero aparecera una vez en cada columna y una vez en cada fila). Para darle sentido al juego, se falicita un
tablero en el que ya aparecen ubicados algunos de los nimeros, teniendo que encargarse el jugador de rellenar las restantes
casillas. Por ejemplo, para un problema con n = 4, la siguiente figura muestra una configuracién inicial y una posible solucién:

1(3|4 211(3]4
112143
o
2 413121
3 31412

Queremos encontrar un algoritmo de busqueda con retroceso que rellene un tablero de n x n a partir de una configuracién
inicial. El tablero con la configuracién inicial se facilita en forma de matriz, estando rellenas con el valor 0 las casillas
inicialmente vacias. También se proporciona una lista con las posiciones libres, en las que cada elemento de la lista es un par
de valores con las coordenadas de la posicién en el tablero. En el ejemplo anterior, los datos de entrada del problema serian:

tab = [[0,1,3,4],
[0,0,0,0],
[0,0,2,01,
[3,0,0,01]
libres = [(0,0),(1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(2,0),(2,1),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)]

A continuacién, se presenta el esquema de un posible algoritmo de backtracking que resuelve este problema:

def simpleku(n,tab,libres):
def backtracking(pos):
if is_complete(pos):
if is_factible(pos): return tab
else:
i,j=libres[pos]
for num in xrange(1l, n+1):
if is_promising(i,j,num):
tab[i] [j]=num
found = backtracking(pos+1)
if found != None: return found
tab[i] [j1=0
return None
return backtracking(0)

Se pide que:

a) Escribas el cédigo correspondiente a la funcién is_complete(pos), es decir, que definas cudl es el criterio que permite
determinar si un estado es una solucion completa.

b) Escribas el cédigo correspondiente a la funcién is_factible(pos), es decir, que definas cudl es el criterio que permite
determinar si una solucion completa es una solucion factible o no.

c¢) Escribas el cédigo correspondiente a la funcién is_promising(i,j,num), es decir, que definas cudl es el criterio que
permite determinar si un estado parcial puede conducir a una solucién factible (en cuyo caso hay que ramificarlo) o no.

d) A lavista del cédigo desarrollado en los apartados anteriores, jcuél seria la complejidad espacial del algoritmo desarrollado?
.Y la complejidad temporal en el mejor de los casos? Justificalas.

e) Realiza una traza de ejecucién de este algoritmo para la llamada simpleku(n,tab,libres) donde n =3y

tab = [[0,0,0],
[3,0,1],
[2,0,0]]
libres = [(0,0),(0,1),(0,2),(1,1),(2,1),(2,2)]

Para ello, haz uso de las figuras que aparecen en la siguiente hoja (sélo de aquellas que necesites). Debes representar
el arbol de llamadas efectuadas, incluyendo solamente aquellos estados que se generan durante el proceso de busqueda.
Marca de forma especial los estados que se estudian pero se descartan por no superar la condicién de ser prometedores.
Indica cudl es el resultado devuelto por el algoritmo.

f) Por tltimo, modifica lo que consideres oportuno del algortimo para introducir una restriccién adicional: todos los niimeros
deben aparecer también en las diagonales principales del tablero (es decir, un nimero no puede aparecer més de una vez
en cada diagonal principal).






Examen convocatoria ordinaria de Esquemas Algoritmicos (1G24)
16 de junio de 2006

Marca con una X (una tnica opcién) la parte o partes de la asignatura a la que te presentas (s6lo debes
rellenarlo si has firmado el contrato del método de evaluacién alternativo) :
Parte 1 (Preg. 1y 2) ( ) Parte 2 (Preg.3y4)( ) Todo( ) Renuncio a la evaluacién alternativa ()

(Si lo dejas en blanco o no lo rellenas claramente se asumird que renuncias a la evaluacién alternativa y te presentas a la convocatoria ordinaria.)

1. Voraces 2,5 puntos

El algoritmo de Huffman permite obtener una codificacién binaria prefija para los n simbolos de un alfabeto de los que se
conoce su frecuencia de aparicion. Para ello construye un arbol binario. Dicho drbol cumple la propiedad de que, de entre
todos los posibles, es aquel que minimiza el niimero esperado de bits en la codificacién de los simbolos del alfabeto. El coste
temporal del algoritmo es O(nlgn).

Estudia cada uno de los cuatro supuestos que se plantean a continuaciéon. Para cada caso, indica si es posible modificar
el algoritmo de Huffman o plantear alguna estrategia alternativa que iguale o mejore el coste de este. Si es asi, indica como
(sefialando las estructuras de datos necesarias para la resolucién) y acompana la explicacién con el coste temporal de los
algoritmos resultantes:

a) Los simbolos del alfabeto se nos proporcionan inicialmente ordenados de menor a mayor frecuencia de aparicién.

b) Los simbolos del alfabeto presentan todos la misma frecuencia de aparicién.

¢) Los simbolos del alfabeto cumplen que hay uno de ellos que se presenta la mitad de las veces (su frecuencia es 1/2), otro se
presenta un cuarto de las veces (1/4), otro 1/8, otro 1/16 y asi sucesivamente. Los simbolos se nos facilitan desordenados.

d) El mismo caso que el anterior, pero los simbolos se nos proporcionan ordenados de mayor a menor frecuencia.

En el caso de los supuestos b) y ¢), jpodrias justificar cudl es el nimero maximo de bits que se utilizardn para representar
un simbolo? ;y el niimero minimo?

2. Divide y venceras 2,5 puntos

Dado un vector (sin ordenar) compuesto por n nimeros enteros, X, y dos nimeros a y m, se desea saber si el nimero a
aparece mas de m veces en el vector X.

a) Disena un algoritmo recursivo mediante la técnica de divide y vencerds que permita resolver este problema (con una
complejidad espacial no superior a O(logn)). Recuerda que debes especificar la funcién que recibe los pardmetros y
realiza la llamada inicial que desencadena el procedimiento recursivo que efectiia los célculos necesarios (no olvides
indicar igualmente esta llamada).

Pista: para facilitar la elaboracion del algoritmo, puedes hacer que el procedimiento recursivo se dedique a contar el
ntmero de veces que aparece a en el (trozo de) vector correspondiente y que la funcién que recibe los pardmetros y realiza
la llamada inicial sea la que realmente devuelva el resultado True o False requerido.

b) Indica si el algoritmo que has disenado en el apartado anterior presenta un comportamiento uniforme o existe un mejor y
un peor caso. Si el comportamiento es uniforme, modificalo para que tenga un mejor y un peor caso. Finalmente, senala en
qué condiciones (ante qué tipo de entradas) puede el algoritmo comportarse en el mejor de los casos y en qué condiciones
en el peor.

c¢) Analiza la complejidad temporal del algoritmo resultante tras la realizacién del apartado anterior. Debes justificar ade-
cuadamente los costes calculados.

d) iSe te ocurre algin algoritmo iterativo sencillo que resuelva el mismo problema sin utilizar la técnica de divide y vencerds
(no es necesario que lo implementes, tan sélo describelo)? Indica el coste asintético que presenta y si, atendiendo a dicho
coste, puede considerarse mejor o peor que el que has disenado.

3. Programacion dinamica 3,5 puntos

Una cadena de televisién dedica una franja consecutiva de su horario de madrugada a la publicidad, con la emisién de
publireportajes y anuncios. La duracién de dicha franja es de M minutos. Para cubrirla, dispone de N anuncios y publis,
numerados de 1 a N, de los que conoce su duracién en sequndos, s1, S2, ..., Sy. Asimismo, sabe cudl es el precio, p;, 1 <i < N,
que estan dispuestas a pagar las companias anunciantes por la emisién de sus anuncios.

La cadena desea averiguar cudl es el maximo beneficio que puede obtener con la emisién de cualquier combinacién de
anuncios. Para ello, la cadena asume que no tiene por qué emitir todos los anuncios disponibles y que en la franja de
publicidad puede repetir la emisién de un anuncio tantas veces como le interese, teniendo, eso si, que ocupar completamente
dicha franja con los anuncios disponibles. Resuelve el problema de la forma maés eficiente posible utilizando la técnica de
programacién dindmica, para lo que se te pide:

a) Formaliza el problema en términos de optimizacion,

b) plantea la ecuacién recursiva que calcula el méximo beneficio posible,



c¢) disena un algoritmo iterativo que devuelva dicho valor, razonando su coste temporal y espacial (indica explicitamente,
justificando tu respuesta, si es posible efectuar una reduccién de complejidad espacial al realizar el célculo iterativo), y

d) razona si puede haber instancias del problema para las que no exista una solucién factible.

4. Busqueda con retroceso 1,5 puntos

Queremos encontrar un algoritmo de bisqueda con retroceso que, partiendo de una casilla inicial (pos_ini= (i, j)), atraviese
un laberinto representado mediante un tablero de n x n y alcance una casilla final (pos_fin= (', j')).
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Figura 1: (a) Ejemplo de laberinto y recorrido a traves del laberinto. (b) Izquierda: desplazamientos posibles desde una
casilla. Derecha: desplazamientos y caminos no permitidos.

El laberinto, que se facilita como una matriz booleana, estd formado por casillas libres (valor True), a través de las que
se puede transitar, y por casillas bloquedas (valor False), a las que no se puede acceder. En una trayectoria a traves del
laberinto se pasa de una casilla libre a otra. Para ello hay que tener en cuenta que, dada una casilla libre (i, j), es posible
desplazarse directamente desde ella a una de las cuatro casillas adyacentes (en horizontal o vertical, casillas (i+1, 5), (¢, 7+ 1),
(i—1,7) e (i, —1)). La casilla a la que nos desplacemos tiene que ser una casilla libre. Ademéds, hemos de tener cuidado de
no salirnos del tablero y, para evitar estar dando vueltas sin fin en el laberinto, no estd permitido pasar mas de un vez por
una misma casilla (en el camino finalmente elegido desde la posicién inicial a la final).

En el ejemplo de la figura (a), los datos de entrada del problema serfan:

n=5; pos_ini=(1,0); pos_fin=(3,4)

lab=[[True,False,True,True,True],
[True,True,True,False,True],
[False,True,False,False,True],
[True,True,False,True,True],
[True,False,True,False,True]]

A continuacion, se presenta el esquema de un posible algoritmo de bisqueda con retroceso que resuelve este problema:

def laberinto(n,lab,pos_ini,pos_fin):
sol = [pos_ini]
def backtracking(ult_pos):
if is_complete(ult_pos):
return sol
else:
(i,j)=ult_pos
for pos in [(i+1,j),(i,j+1),(i-1,5),(1,j-D]:
if is_promising(pos):
sol.append (pos)
found = backtracking(pos)
if found != None: return found
sol.pop()
return None
return backtracking(pos_ini)

Si llamamos a la funcién laberinto con los datos del ejemplo anterior: laberinto(5,1ab, (1,0),(3,4)), el resultado seréa:
(a, oo, (1, v, @, 2, 0, 2, (0, 3), (0, 9, 1, 4, (2, 4, (@, 4]
que se corresponde con la solucién mostrada en la figura (a). Se pide que:

a) Escribas el c4digo correspondiente a la funcién is_complete (ult _pos), es decir, que definas cudl es el criterio que permite
determinar si un estado es una solucién completa (y, en este caso, también factible).

b) Escribas el cédigo correspondiente a la funcién is_promising(pos), es decir, que definas cudl es el criterio que permite
determinar si un estado parcial puede conducir a una solucién factible o no.



c)

d)

e)

A la vista del cédigo desarrollado en los apartados anteriores, jcudl seria la complejidad temporal en el mejor de los casos
del algoritmo desarrollado? Justificala. ;Crees posible reducir dicho coste? Indica cémo.

Realiza una traza de ejecucién de este algoritmo para la llamada
laberinto(4,lab, (0,0),(3,3))

donde

lab=[[True,True,True, Truel,
[True,False,True, False],
[True,False,True, False],
[False,True,True,True]l]

Para ello, haz uso de las figuras que aparecen a continuacién (sélo de aquellas que necesites). En cada una de ellas debes
indicar con claridad la casilla que esta estudiando el algoritmo, incluyendo solamente aquellos estados que se generan
durante el proceso de buiisqueda. Marca de forma especial los estados que se estudian pero se descartan por no superar la
condicion de ser prometedores. Indica cudl es el resultado devuelto por el algoritmo.

Por tdltimo, modifica el algoritmo para que, en lugar de devolver un camino a través del laberinto devuelva el nimero de
caminos distintos que permiten atravesar el laberinto desde la casilla de salida a la de llegada.



Examen segunda convocatoria de Esquemas Algoritmicos (I1G24)
5 de septiembre de 2006

Marca con una X (una tnica opcién) la parte o partes de la asignatura a la que te presentas (sélo debes
rellenarlo si has firmado el contrato del método de evaluacién alternativo) :
Parte 1 (Preg. 1y 2) ( ) Parte2 (Preg. 3y 4)( ) Todo( ) Renuncio a la evaluacién alternativa ()

(Si lo dejas en blanco o no lo rellenas claramente se asumird que renuncias a la evaluacién alternativa y te presentas a la convocatoria ordinaria.)

1. Voraces 2,5 puntos

En el almacén de una cafeteria hay n cajas con helados de m diversos sabores. Cada caja contiene helados de un tnico
sabor (por supuesto, puede haber varias cajas con helados del mismo sabor). Los propietarios han decidido utilizar para los
postres del menu diario de la cafeterfa una tnica caja de helados completa (una al dia) a partir del 1 de junio y hasta que
se acaben todas las cajas (bien porque se hayan consumido, bien porque hayan caducado). Tenemos dos vectores indexados
por el ntimero de caja ¢ (1 < ¢ < n): D[¢]| indica el nimero de dias que faltan para que caduquen los helados de la caja ¢
a partir del 1 de junio, mientras que S|c| indica el sabor de los helados que hay en dicha caja. Ademds, la cafeteria maneja
un estudio estadistico que muestra la aceptacion de los diversos sabores de los helados; asi, tenemos otro vector, A, tal que
para cada sabor i (1 < i < m), A[¢] indica el nimero de clientes a los que les gustan los helados de dicho sabor.

Un ejemplo con n = 10 cajas y m = 3 diferentes sabores podria tener como dias de caducidad para las cajas de la 1 a
la 10 D = [10,5,1,20,8,1,5,5,3,10], cuyos nimeros de sabores serfan S = [1,2,1,3,3,1,2,3,2,2] y donde las respectivas
aceptaciones de los tres sabores fueran A = [50, 30,40].

Por ultimo, cabe tener en cuenta la siguiente restriccién adicional: existe una funcién, compatible(i,j) (no simétrica),
que devuelve True si podemos poner de postre un helado de sabor j dado que el dia anterior pusimos uno de sabor i y
False en caso contrario (1 <i < m,1 < j < m). Los propietarios de la cafeterfa nos piden que desarrollemos una aplicacién
informética que determine la secuencia de cajas de helados que hay que servir en el menu diario, de manera que se maximice
el nimero de clientes a los que les gustan los helados servidos en los diversos menis. Hemos pensado desarrollar una solucion
mediante un algoritmo voraz, pero necesitamos tu ayuda. Se pide que:

a) Ya que se trata de un problema de optimizacién, indiques las caracteristicas que ha de poseer una solucion factible, cuél
es la funcién objetivo que se pretende optimizar y qué propiedad debe cumplir una solucién factible para ser considerada
Optima.

b) Considera la siguiente estrategia voraz:

“Ordenamos las cajas de menor a mayor caducidad en una lista C' y mientras queden cajas en C"

= Extraemos la primera caja de la lista,
= si la caja ha caducado, se descarta,
= si no ha caducado pero no es compatible con la anterior, se anade al final de una segunda lista C’,

= si la caja no ha caducado y es compatible con la anterior, se anade la caja a la soluciéon y se incrementa en 1 el
ntimero de dias transcurridos (inicialmente fijado a 0).

A continuacién, y si hay cajas en la segunda lista C’, esta se recorre igual que la primera, sélo que en este caso, si la
caja extraida ha caducado o no es compatible se descarta y, si no, se anade a la solucién incrementando también en 1 el
numero de dias.”

Con respecto a esta estrategia:

1. ;Garantiza encontrar una solucién factible, si es que ésta existe? Justifica tu respuesta (si es negativa, debes dar un
contraejemplo).

2. (Encuentra siempre una solucién éptima? Justifica la respuesta (si es negativa, debes dar un contraejemplo).

;,Cual serfa la complejidad temporal y espacial de esta estrategia? Justificalas.

4. ;Es posible que se puedan desechar cajas que no estan caducadas y podrian aprovecharse a la hora de servir el postre
en algin menu? Si es asi, pon un ejemplo.

@

c) Planteamos otra estrategia voraz similar a la anterior, excepto en que inicialmente lo que hacemos es ordenar las n cajas
de mayor a menor aceptacién de su sabor, teniendo en cuenta que las cajas de idéntico sabor se ordenan entre si de menor
a mayor caducidad. Responde a las mismas preguntas (1, 2, 3 y 4) del anterior apartado para esta nueva estrategia.

2. Divide y venceras 2,5 puntos

La mediana M de un conjunto de valores es aquel elemento que tiene tantos elementos menores como mayores en el conjunto
(es el valor que, si el conjunto estuviera ordenado, ocuparia la posicién central). Sean v y w dos vectores ordenados de manera
no decreciente con n nimeros enteros cada uno (n > 0). Se desea implementar un algoritmo que obtenga eficientemente la
mediana M de los 2n elementos que totalizan ambos vectores.

Para ello, date cuenta que podemos calcular de forma inmediata las medianas de cada vector, M, y M,,, ya que ambos
se encuentran ordenados. Si ocurre que M, = M,, entonces M coincide con ellas. Si M,, # M,,, entonces puede ocurrir que
M, < M, o bien que M, > M,,. En el primer caso, podemos afirmar que M va a ser mayor que M, pero menor que M,,,
mientras que en el segundo sabemos que M va a ser mayor que M,, pero menor que M,. Fijate también en que si n = 1,
entonces la mediana seria el minimo entre los dos niimeros posibles, el de v y el de w.



a) Conociendo este hecho, has de disefiar un algoritmo eficiente basado en la técnica de divide y vencerds para obtener
M. Recuerda que debes especificar la funciéon que recibe los parametros y realiza la llamada inicial que desencadena el
procedimiento recursivo que efectiia los cdlculos necesarios (no olvides indicar igualmente esta llamada).

b) Analiza y justifica la complejidad temporal y espacial del algoritmo desarrollado en el apartado anterior en funcidn de n,
indicando si presenta un comportamiento uniforme o existe un mejor y un peor caso. Si el comportamiento es uniforme,
modificalo para que tenga un mejor y un peor caso. Finalmente, sefiala en qué condiciones (ante qué tipo de entradas)
puede el algoritmo comportarse en el mejor de los casos y en qué condiciones en el peor.

¢) Prop6n un algoritmo iterativo que resuelva este mismo problema sin utilizar la técnica de divide y vencerds. Indica el
coste asintético que presenta y si, atendiendo a dicho coste, puede considerarse mejor o peor que el resultante tras la
realizacion del apartado b).

3. Programacién dinamica 3,5 puntos

Una cadena de televisién dispone de una serie de n anuncios publicitarios, cada uno con una duracién concreta (en segundos)
(d1,da,...,dn—1,dy), que deben emitirse exactamente en ese orden en el horario de prime time. Para emitir los anuncios, los
responsables de la cadena pueden asignar tantas franjas como sean necesarias de D segundos (el tope maximo establecido por
ley, obviamente se asume Vi que d; < D). Asf pues, en cada franja se emitira una tanda de anuncios!, cuya duracién nunca
puede exceder de D segundos; aunque puede sobrar tiempo. Los responsables de la cadena estiman que si en una franja se
pierden p segundos, las perdidas econémicas asociadas a la franja son de p? €.

La cadena desea averiguar la cantidad de franjas necesarias y cudles serian los bloques de anuncios que debe emitir en
cada una de ellas de tal manera que las pérdidas sufridas fuesen minimas.

Veamos un ejemplo: tenemos 8 anuncios con duraciones, respectivamente, d; = 20 s., do = 30 s., d3 = 10 s., dy = 15 s.,
ds =50 s.,ds =45 s., dy = 35 s. y dg = 20 s; siendo D = 75 s. Una posible solucién consistiria en programar 4 franjas:
la primera emitirfa los anuncios del 1 al 4 (segs(1,4) = 75 — p = 0), la segunda el 5 (segs(5,5) = 50 — p = 25), la
tercera el 6 (segs(6,6) = 45 — p = 30) y la cuarta los anuncios 7 y 8 (segs(7,8) = 55 — p = 20). Las pérdidas serfan
0% + 252 + 302 4 202 = 1925€. Fijate que no seria posible emitir los anuncios 5 y 6 en una misma franja horaria ya que
ambos totalizan 95 segundos; cantidad superior a los 75 que constituye el limite legal.

Sin embargo, existe otra solucién mejor, también usando 4 franjas: en la primera se emiten los anuncios del 1 al 3
(segs(1,3) = 60 — p = 15), en la segunda se emiten los anuncios 4 y 5 (segs(4,5) = 65 — p = 10), en la tercera se emite
el 6 (segs(6,6) =45 — p = 30) y en la cuarta el 7y 8 (segs(7,8) = 55 — p = 20). En este caso, las pérdidas serfan de
152 4102 + 302 + 202 = 1625 €. Tienes que resolver este problema de la forma més eficiente posible utilizando la técnica de
programacion dindmica, para lo que se te pide:

a) Formaliza el problema en términos de optimizacion.

b) Plantea la ecuacién recursiva que calcula la minima pérdida posible. Tampoco olvides indicar cémo se calcula la solucién
6ptima (es decir, qué llamada o llamadas iniciales deben efectuarse).

c¢) Disefia un algoritmo un algoritmo recursivo con memorizacidn que resuelva eficientemente la recurrencia planteada en el
apartado anterior.

d) Representa el grafo de dependencias entre estados a partir de la recurrencia desarrollada en el apartado b) para el ejemplo
propuesto.

e) A partir del grafo anterior, indica y justifica la complejidad temporal y espacial del algoritmo iterativo de programacién
dindmica que resuelve el problema de calcular la asignacion de anuncios a franjas cuya emisién produce las pérdidas
minimas.

4. Busqueda con retroceso 1,5 puntos

Una empresa de desarrollo de software para terceros tiene en perspectiva la realizacién de n aplicaciones diferentes, cada
una solicitada por un cliente distinto. En la empresa trabajan un total de m analistas (m > n). La empresa desea asignar
un analista distinto a cada uno de los proyectos. Para ello, se debe tener en cuenta que no todos los analistas tienen los
conocimientos adecuados para desarrollar satisfactoriamente la aplicacién. En este sentido, puedes asumir que se dispone de
una funcién booleana, domina(a,p), que devuelve True si el analista a tiene los conocimientos requeridos para llevar a cabo
el proyecto p y False en caso contrario.

Ademais, puesto que ya se han tenido anteriores experiencias profesionales con los clientes y se han producido ciertos
“roces” con el personal de la empresa de software, no se desea asignar un analista que haya tenido problemas con el cliente
al proyecto que ha solicitado. Nuevamente, asume que existe una funcién booleana, adecuado(a,p), que devuelve True si
resulta apropiado asignar el analista a al proyecto p y False en caso contrario. Hay que desarrollar una soluciéon mediante la
técnica de busqueda con retroceso que permita encontrar, si es que existe, la asignaciéon de analistas a proyectos de manera que
los analistas asignados conozcan las técnicas necesarias y no hayan tenido problemas anteriormente con el cliente solicitante.
Para ello:

1Para facilitar los célculos, se dispone de la funcién segs que, dados los niimeros del primer y tltimo anuncio de una franja, calcula los segundos
invertidos en la franja: segs(i,j)=di + dit1 + ... +dj =3, << di-



a) Describe cémo vas a representar los estados en la resolucién del problema planteado (en qué van a consistir las tuplas,
cuantos elementos van a contener, valor posible de esos elementos).

b) Atendiendo a la representacién escogida en el apartado anterior, jcudl serfa la funcién de ramificacién (branch)? Debes
indicar el cédigo o bien una descripcion lo mds precisa posible.

¢) Describe la implementacién de la funcién que permite determinar si una solucién que se acaba de ramificar es prometedora
o no (is_promising): igualmente se pide el c6digo o bien una descripcién lo mds precisa posible.

d) Teniendo en cuenta las decisiones tomadas en los apartados anteriores, hemos de depurar el c6digo haciendo una traza con
los siguientes datos: se dispone de 6 analistas, que deseamos asignar a 4 proyectos distintos, y las funciones domina(a,p)
y adecuado(a,p) devuelven False en los proyectos indicados en la siguiente tabla:

analista | domina | adecuado
1 {1,3} -
{2} {1}
{4} {2}
{14} {4}
{3} {4}
{4} -

SO W N

Recuerda que debes dibujar el arbol de llamadas incluyendo sélo aquellos estados que se generan durante el proceso de
bisqueda y marcando de forma distinta aquellas soluciones que no se ramifican por no ser prometedoras. Indica cuél es
el resultado devuelto por el algoritmo.



